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O livro em questdo visa habilitar o
utilizador de modelos lineares para
tratamento de dados, com os
conhecimentos de 4&lgebra matricial
necessarios para o efeito. Neste contexto
alguns dos tépicos fundamentais
abordados sdo a algebra de matrizes
rectangulares associada a tematica das
inversas generalizadas, as varias formas
de factorizacdo e formas candnicas, as
técnicas de particdo ou a resolugdo de
equagdes lineares.

O livro compreende dezasseis
capitulos, complementados com
exercicios, sendo os cinco primeiros
dedicados a é&lgebra matricial mais
elementar, a saber definicao de matrizes,
vectores e escalares (Cap. 1), operagdes
basicas de matrizes (Cap. 2) englobando
a transposigdo, parti¢do, traco, produto
matricial, vectorial e escalar-vectorial,
potenciacdo e leis algébricas associativa,
comutativa e distributiva das vérias
operagdes. Neste Capitulo relevam
importancia as questdes associadas ao
traco de soma e produto de matrizes e os
calculo das transpostas de matrizes
particionadas. O Cap.3 diz respeito a
propriedades de matrizes especiais como
sejam as matrizes simétricas, vectores
com todos os elementos unitdrios ditos
vectores soma, matrizes centragem,
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idempotentes, ortogonais, ortonormais,
formas quadraticas e bilineares. Neste
capitulo sdo  relevantes: i) as
propriedades das matrizes simétricas
AA', resultantes do produto entre uma
matriz de qualquer ordem n e a sua
transposta, no tocante ao traco e a pré-
multiplicagdo com outras matrizes de
ordem adequada, ii) os conceitos de
matrizes definidas(negativa, positiva e
positiva semidefinida), a relacdo entre
formas quadradas e somas de quadrados
bem como a unicidade na associa¢do
entre as matrizes simétricas e as
respectivas formas quadréticas.

O Cap. 4 é relativo as propriedades
dos  determinantes de  matrizes
quadradas, vulgarmente conhecidas,
incluindo o respectivo célculo por
operacoes elementares ou 0s
determinantes de matrizes especiais
como os produtos de matrizes, alguns
tipos de matrizes particionadas, matrizes
ortogonais ou idempotentes. Sdo também
objecto deste capitulo o calculo de
determinantes por expansdo diagonal e
expansao de Laplace, sendo abordados
os conceitos de menor de qualquer
ordem e principais e dos tragos das
matrizes enquanto somatérios dos
menores principais de varias ordens
decorrentes da expansdo diagonal. O
Cap. 5 respeita as matrizes inversas,
relativas a matrizes quadradas e ndo
singulares, sendo apresentados
resultados  conhecidos  sobre  as
respectivas propriedades relativas aos
respectivos determinantes, transposicao
e produtos. Sdo considerados os
conceitos de inversas esquerda e direita e
as inversas de matrizes especiais como as
idempotentes, ortogonais ou de segunda
ordem. Naturalmente que ¢é feita
referéncia ao conhecido método de
calculo das inversas por aplicagdo de
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operacOes elementares em equagOes
lineares. O Cap. 6 serve para abordar o
conceito fundamental de caracteristica de
matrizes, dependéncia e independéncia
linear dos vectores, niumero maximo de
vectores linearmente independentes de
ordem n e igualdade do ntmero das
linhas e colunas das matrizes
linearmente independentes. O conceito
de caracteristica de matriz é explorado
considerando  as  matrizes  com
caracteristica plena, (full rank), plena de
linhas ou colunas (full row e full column
rank) e a existéncia (ou ndo) das
respectivas inversas. Neste capitulo é
apresentado o importante conceito de
factorizacdo de caracteristica plena(full
rank factorization) duma matriz
quadrada ou rectangular em quatro
submatrizes, entre as quais figura uma
de ordem igual a caracteristica da matriz.
E abordado o conceito de matrizes de
permutacdo, necessarias a troca de linhas
e colunas, sem alteracdo da caracteristica
da matriz, essencial as operagdes de
factorizacdo. O Cap. 7 estd associado a
sequéncia de processos tendentes a
reducdo & forma candnica, consistindo no
calculo da caracteristica das matrizes por
recurso aos varios operadores matriciais
elementares em linhas e colunas
permitindo a obtencdo de uma matriz
equivalente constituida por quatro
submatrizes, em que uma ¢é a identidade
de ordem igual a caracteristica da matriz
e as outras trés submatrizes sdo nulas. A
aplicacdo dessa sequéncia a matrizes
simétricas conduz a denominada forma
candénica sob congruéncia, distinta pelo
facto de as matrizes elementares de
operacdo em linhas serem transpostas
das correspondentes para as operagdes
em colunas. Dessas operagbes resultara
uma matriz equivalente em que a
submatriz ndo singular é diagonal

distinta da matriz identidade. Relevantes
neste capitulo sdo os oito Lemas sobre
caracteristicas do produtos de matrizes,
0s quais tém importantes aplicagdes em
dlgebra de matrizes rectangulares e
modelos lineares. O Cap. 7 termina com
a associagdo entre as matrizes nao
definidas negativas (n.d.n.) e respectivas
formas canodnicas sob congruéncia, além
da ndo negatividade dos elementos
diagonais e do determinante. Tal
associacdo ¢é resultante do caracter
simétrico dessas matrizes n.d.n.. O Cap. 8
aborda a tematica fundamental das
matrizes inversas generalizadas, nas
versoes Moore-Penrose, reflexiva e fraca,
as quais permitem uma vasta gama de
aplicagdes a  analises  estatisticas
envolvendo matrizes de qualquer ordem
quadradas ou  rectangulares de
caracteristica ndo plena (not full rank) ou
plena (caso invertivel). Sdo apresentados
os algoritmos de célculo permitindo a
obtencdo de tais matrizes, baseados em
processos de factorizagdo a matrizes
diagonais equivalentes e em proprie-
dades das caracteristicas matriciais, como
ainda uma chave de célculo relacionando
as inversas generalizadas entre si.
Importante neste capitulo é o estudo das
propriedades de inversas generalizadas
das matrizes XX, de importantes
aplicacdes em modelos lineares. O Cap. 9
é dedicado ao estudo da resolucgdo de
equacdes lineares com a definicdo do
conceito de consisténcia, verificacio da
possibilidade da existéncia de uma ou
mais solugdes em equagdes consistentes.
No caso de existéncia de muitas solugdes,
é preconizado neste Capitulo o recurso a
matrizes inversas generalizadas (m.i.g.)
mediante o recurso a algoritmos de
calculo de solu¢des derivadas de uma ou
mais m.i.g. ou de combinagdes lineares
de solucdes. E também indicado neste



caso como calcular o namero de solugdes
vectoriais linearmente independentes. A
discussdao da problematica das equagoes
lineares por via das m.i.g., é continuada
com a abordagem das propriedades de
invaridncia das combinagdes de solugbes
lineares, propriedades que conferem a
aplicabilidade desta metodologia aos
procedimentos de estimacdo em modelos
lineares.

Sdo também mencionados problemas
concretos relacionados com derivacao de
solucdes ortogonais para equagdes do
tipo Ax = 0, ou de pesquisa de solugdes
aproximadas para equagdes inconsisten-
tes, como sejam as possibilitadas pelo
método dos minimos quadrados, com
obtencao de novas equagdes. O Cap.10 é
dedicado
a particdo de matrizes em submatrizes,
complementando informagédo ja prestada
no Cap. 2. Neste Capitulo sao discutidas
as principais propriedades das somas e
produtos directos, que como se sabe sdao
as operagdes matriciais definidas em
termos de matrizes particionadas. E
referida  a particio de matrizes
ortogonais em submatrizes rectangulares
convertiveis em conjuntos de equagdes
consistentes. E ainda definida a matriz
denominada como complemento de
Schur e abordado o calculo de matrizes
inversas e de inversas generalizadas de
matrizes particionadas por recurso a essa
matriz.

O Cap. 11 aborda a importante
problematica dos valores (ou valores
latentes) e vectores préprios. Essa
abordagem ¢ iniciada com as respectivas
definicbes com uma  importante
ilustragdo em como os valores préprios
traduzem o conceito de estacionaridade
temporal do respectivo vector préprio.
Segue-se o estabelecimento de algumas
propriedades de valores proprios
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relacionados com os valores préprios de
poténcias de matriz, produto matriz-
escalar, polinémios e soma e produtos de
valores proprios e suas relagdes com as
operagdes dos tracos das matrizes. As
seccdes seguintes do Capitulo tém a ver
com o calculo dos valores préprios, que o
mesmo é dizer com a pesquisa de raizes
do polinémio caracteristico, e vectores
proprios mediante recurso a um
algoritmo associado a pesquisa de uma
inversa generalizada da matriz relativa a
equagdo caracteristica. Para o célculo dos
vectores proprios ha que distinguir se as
raizes do polinémio caracteristico sdo
simples ou madltiplas. Segue-se no Cap.
11 a tematica relativa a reducdo de
matrizes a forma canoénica similar,
denominadas em tal caso como regulares
ou a diagonizaveis, bem como o teorema
explicitando as condi¢des em que essa
reducdo se pode processar. A terminar o
Cap. 11 é referido que as matrizes
simétricas sdo sempre diagonizéveis,
com vectores proprios ortogonais, sendo
a respectiva reducdo designada como de
forma candénica com similaridade
ortogonal. E apresentado o resultado que
estabelece a igualdade entre a
caracteristica duma matriz regular e a
respectiva caracteristica, como ainda
apresentados processos de obtengdo dos
valores proprios sem necessidade de
resolver  directamente a  equagdo
caracteristica. Segue-se o Cap. 11A, que
funciona como apéndice ao Cap. 11, onde
sdo feitas as demonstracdes do teorema
da diagonabilidade bem como de
resultados relativos as matrizes simétri-
cas, nomeadamente a sua decomposigdo
espectral bem como do caracter positivo
dos valores préprios das matrizes nao
negativas definidas, que como se referiu
se consideram simétricas. Seguem-se
neste capitulo resultados relativos a
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diagonalizacdo simultanea de duas
matrizes simétricas e a decomposicdo de
valor singular. Esta tltima, refere-se
como se sabe a um processo de
factorizacdo de  qualquer matriz A,
quadrada ou rectangular, baseada na
diagonalizacdo das matrizes AA' e A'A
necessariamente simétricas. O Cap. 11A
indica ainda o Teorema Cayley Hamilton
que, em termos praticos, permite obter as
varias poténcias de wuma matriz,
conhecido que seja o seu polinémio
caracteristico sem necessidade de obter
as respectivas raizes. No Cap. 12 é feito
um resumo de tépicos diversos
analisados em capitulos anteriores. E
feita uma andlise das propriedades de
matrizes ortogonais, idempotentes,
matrizes definidas ndo negativas,
combinagdes  lineares da  matriz
identidade com a matriz contendo
vectores soma, matrizes definidas nio
definidas e resumo de formas canénicas
e outras decomposicoes. E feita também
uma andlise relativa as propriedades de
vectores de operadores diferenciais,
operadores vec e vech e matrizes
complexas. Os trés tultimos capitulos
abordam a titulo introdutério diversas
aplicacbes  estatisticas de  calculo
matricial. Assim no Cap. 13 sdo referidas
as matrizes de variancia-covariancia,
matrizes de correlacdo, médias e sua
relacdo com as matrizes de centragem,
somas corrigidas ao valor médio de
diferencas de quadrados e produtos,
distribuicio multivariada normal,
contrastes entre médias, equagdes dos
minimos quadrados e formas quadraticas
e distribuicdes de qui-quadrado. O Cap.
14 faz uma andlise introdutéria da
regressao simples e mdaltipla em termos
matriciais, incluindo as tradicionais
analises de varidncia associadas as somas
dos quadrados e testes de hipoteses

lineares. Sdo considerados modelos em
que a matriz das incégnitas X é de
caracteristica plena de colunas, sendo em
tal situacdo possivel a inversdo da matriz
XX'" e a consequente estimagdo dos
vectores dos coeficientes das incognitas.
No Cap. 15, final, é feita uma abordagem
matricial aos modelos lineares gerais.
Neste tipo de modelos a matriz XX' ja
ndo é de caracteristica plena, pelo que as
equagdes normais para pesquisa dos

coeficientes das incégnitas ja sdo
resolvidas por recurso as inversas
generalizadas. E também referida a

possibilidade de obtencdo de funcdes
estimaveis, baseadas em propriedades de
invariabilidade de produtos q'bY% entre
vectores q' obedecendo a determinadas
condicdes e os vectores dos coeficientes
das incégnitas.

Com base nessas propriedades, é
possivel apresentar o conceito de
estimadores lineares de menor variancia
(os conhecidos b.lu.e.), verificar a
invariabilidade das combinacGes lineares
dos elementos homologos das vérias
solucdes b e a realizacdo de testes de
hipéteses e de intervalos de confianga a
essas combinacdes lineares.
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