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Resumo: Descrevemos a “ferradura de Smale”, um sistema dindmico bem
conhecido que apresenta um conjunto de propriedades muito importantes em
Sistemas Dinamicos. O estudo da dindmica da “ferradura de Smale” permite-
nos entender a importancia do conceito de dindmica simbdlica.
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Abstract: We describe the Smale horseshoe, a well-known dynamical system
that presents a set of properties which are very important in Dynamical
Systems. The study of the dynamics of the Smale horseshoe allows us to
understand the importance of the notion of symbolic dynamics.
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1. Introducio

Henri Poincaré fundou, no inicio do séc. XX, a moderna teoria qualitativa dos
sistemas dindmicos, cujo desenvolvimento contou com contribuigdes importantes
de varios matematicos, como Birkhoff, Cartwright, Littlewood, Levinson e
Kolmogorov, entre outros, que originaram um novo campo de investigagdo sobre
Sistemas Dinamicos: a Teoria do Caos (Gleick (1994) e Stewart (2000) sdo dois
livros de divulgacdo cientifica sobre Caos).

Nos anos 60, Stephen Smale foi também um dos que se interessaram em explorar
a teoria de Poincaré, tendo contribuido para uma explosdo de novas ideias em
Sistemas Dindmicos. Uma das suas primeiras contribui¢des foi uma conjectura
falsa. Smale sup6s que praticamente todos os sistemas dindmicos tendiam a atingir,
na maioria das vezes, um comportamento ndo demasiadamente estranho, o que
implicava, segundo a terminologia actual, que o caos ndo existia. As “mas noticias”
chegaram-lhe através de uma carta de Norman Levinson, descrevendo um resultado
deste, que continha um contra-exemplo a conjectura. Smale trabalhou no desafio
colocado por essa carta as suas ideias, tendo acabado por se convencer de que, de
facto, a sua conjectura estava errada (cf. sitios [1] ¢ [2]). E essa convicgdo resultou,
especialmente, daquilo que entretanto descobriu: a ferradura de Smale. Trata-se de
uma transformacdo topologica que fornece uma base para o entendimento das
propriedades caoticas dos sistemas dindmicos. Para construirmos uma versdo
simples da ferradura de Smale, tomemos um quadrado, estiquemo-lo até ficar um
longo rectangulo fino, dobremo-lo em ferradura e coloquemo-lo sobre o quadrado
original. Iterando este processo, é facil ver que o segundo passo produz uma espécie
de ferradura dentro da ferradura, com trés dobras (ver Figura 2.3). Cada iteragdo
duplica as dobras existentes e¢ adiciona-lhe outra ainda. Assim, no limite deste
processo obteriamos um tipo de curva infinitamente contorcida. Escolhendo dois
pontos vizinhos no quadrado original, ndo se podera adivinhar onde eles estardo no
fim. Ficardo arbitrariamente afastados um do outro pelo encurvamento e
esticamento. A ferradura forneceu uma clara analogia visual da sensibilidade as
condigdes iniciais que Lorenz iria descobrir mais tarde, no estudo do clima. A
ferradura de Smale tornou-se uma das primeiras formas geométricas capazes de
descrever um sistema dindmico, mostrando a presenca da imprevisibilidade da
dindmica a longo prazo, mesmo quando a lei de evolucdo do sistema seja totalmente
determinista.
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2. Ferradura de Smale

Vamos analisar uma func¢do designada, em geral, por ferradura de Smale. Depois
do trabalho pioneiro de Henri Poincaré (1854-1912) que considerou pela primeira
vez a utilidade do estudo de estruturas topoldgicas no espago de fases das orbitas ou
trajectdrias dindmicas, mas com estudos unicamente orientados para sistemas
hamiltonianos conservativos (admite-se que “conservam” no tempo, um dado
volume no espago de fases), que alids eram caracteristicos dos estudos classicos de
Mecanica Celeste, pensou-se utilizar analises semelhantes em sistemas dissipativos,
ou seja, nos quais pudesse ser considerado o problema das forcas de atrito. Ora
estes sistemas tém uma caracteristica comum: a medida que o sistema evolui, a
regido do espago de fases ocupada pelo sistema vai diminuindo de volume. Esta
contracgdo de volume tem uma forte tendéncia para simplificar a estrutura
topoldgica das oOrbitas no espaco de fases. Assim, pode-se esperar que um sistema
dindmico complexo, mesmo se considerado inicialmente num espago de fases com
um numero elevado de dimensdes (“comandado”, por exemplo, por equagdes de
derivadas parciais), pode ter um comportamento final num subespago com somente
algumas dimensoes. Alids, experiéncias recentes, no dominio da energia cinética
das reac¢des quimicas ¢ no dominio da Fisica do estado s6lido e dos plasmas,
sugerem que, quanto melhor for a compreensdo da dindmica de modelos
matematicos de pequena dimensdo, melhor se entenderd o comportamento de
sistemas dissipativos mais complexos. Esses modelos de pequena dimensdo sdo em
geral tipicos de problemas de valores iniciais em equagdes diferenciais ordindrias
como, por exemplo, a chamada equacdo de Van der Pol

H"+c(92 —1)9'+¢9:0, ¢ =constante

que descreve oscilagdes amortecidas, introduzida por Rayleigh (1896) e estudada
tedrica e experimentalmente por Van der Pol (1927), nos seus estudos sobre

circuitos eléctricos. O amortecimento das oscilagdes depende do factor 6 -1, ¢
assim se @ for pequeno, o amortecimento ¢ negativo e a amplitude aumenta,
enquanto que para valores grandes de &, o amortecimento ¢é positivo e a solugdo
decai. Pode entfo parecer que existe um comportamento peridodico, mas ndo ¢
assim: quando a solucdio deixa de ser um valor muito grande ou muito pequeno, ndo
existe qualquer possibilidade de voltar atras. Todas as oOrbitas s3o espirais
convergindo para um ciclo limite que ¢ a Unica solugdo periddica da equagdo de
Van der Pol.

Se considerarmos a equacdo de Van der Pol com segundo membro diferente de
0, verifica-se a possivel existéncia de varios comportamentos finais, dependendo
somente da forma como o oscilador arrancou, ou seja, dependendo do valor inicial.
Este fenomeno de existéncia de varios comportamentos finais possiveis no mesmo
sistema, sabe-se hoje que é comum a sistemas dindmicos ndo-lineares e recorrentes.
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Cartwright e Littlewood (1945) e Levinson (1949) verificaram um outro aspecto
importante deste fendmeno: em casos em que sdo possiveis dois tipos de solugdes
(ou seja, dois tipos de drbitas), ndo se sabe para que tipo de solugdo se vai inclinar a
orbita e isto pode suceder num espago de tempo arbitrariamente longo. Uma analise
geométrica do espaco de fases deste complicado comportamento transitério foi
efectuado por Smale (1963) no seu trabalho “Diffeomorphisms with many periodic
points”, que mostrou que, apesar do aspecto do problema parecer verdadeiramente
aleatorio, essas fases transitérias “hesitantes” s@o realmente comandadas por
relativamente simples esticamentos e dobras de conjuntos no espaco de fases. Foi
no estudo deste assunto que Smale considerou o que hoje se chama a “ferradura de
Smale”. Trata-se de uma func¢do que transforma um conjunto de pontos no plano,
usando operagdes topologicas basicas que consistem em alargamentos (o que
permite dar sensibilidade as condi¢des iniciais) e dobras (que permitem a atrac¢o).
Como as drbitas no espago de fases ndo podem cruzar-se, o efeito das sucessivas
operagdes de esticamentos e dobras ¢ a obtengdo de um objecto de grande
complexidade topologica.

Vamos, entdo, estudar uma fun¢do - a fungdo ferradura de Smale - definida num
conjunto bidimensional, que tem varias analogias com a fun¢do quadratica

Fy (x) = /Jx(l—x) , definida em R. A dindmica simbdlica, que desempenha um

papel importante no entendimento do comportamento dindmico desta fungio
quadratica (cf., por exemplo, Ferreira (2002) e Ferreira e Ferreira (2003)), ¢
também utilizada para estudar a funcdo ferradura de Smale.

Sejam QO = [0,1] X[O, l] o quadrado unitario, 4 o semicirculo de raio 1 por baixo
de O, B o semicirculo de raio 1 acima de Q, e ponhamos N =AUQUB (ver
Figura 2.1). Sejam H ;, para j D{O,l} , duas faixas horizontais,

_ . j i 0 0 1 1
Hj —{(x,y)l][Rz.OSxSl,ylj SySyé},com OSy1 <y2 <y1 <y2S1,

e sejam Vi, para j D{O,l} , duas faixas verticais,

_ 2. .J i 0 0 1 1

Vj —{(x,y)D[R .xlj Sx<x£,0$ysl} , com Ole Sxy <xp<xy <l1.
Sejam G a faixa horizontal compreendida entre Hy e Hj, H, a faixa

horizontal inferior em Q por baixo de H(, e H3 a faixa horizontal superior em Q

por cima de Hj (ver Figura 2.1).
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Figura 2.1: Faixas horizontais e verticais em Q.

BY BY
« Hj!
Hy ! "o B’
i
« H,
Af Af

A fungdo ferradura de Smale f envia a regido N dentro dela prdpria, ou seja,
efectua uma transformacdo de N em N como passamos a descrever. Primeiro,

. S . 1
contrai linearmente o quadrado Q na direc¢do horizontal por um factor J <5 e

. . 1 .
expande-o na direc¢do vertical por um factor 3’ como ¢ mostrado na Figura 2.2(b).

Obtemos um rectdngulo que ¢ dobrado na forma de () (“ferradura™) e colocado
sobre o quadrado original (Figura 2.2(c)). Além disso, consideramos f'de forma que
f(G) 0 B, aimagem de Hy U H3 esteja contida em A4, que f'seja uma contrac¢o
de 4 e também de forma que f (A),f (B) O A. Assim, nestas condigdes, a fungéo

ferradura de Smale ftransforma a regido N dentro de si propria, como pretendiamos
(Figura 2.3(a)).
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Figura 2.2: Construgdo da ferradura de Smale.

ALl

Figura 2.3: Primeira e segunda iteradas da fungéo ferradura de Smale.
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Observemos que f (N )DN e que f ¢é injectiva. Contudo, como f ndo ¢é
sobrejectiva, f 1 hdo esta globalmente definida. Com vista a descricdo da

dindmica de f'em N, notemos que a pré-imagem de Q) f -1 (Q) consiste nos dois
rectangulos horizontais H( e Hj, que podemos assumir, sem qualquer perda de
generalidade, serem transformados sobrejectiva e linearmente nas componentes
verticais ¥ e V7, pois f(HJ-) =V;, para jD{O,l} .Alarguradely ede 1] ¢ 0,
tal como € a altura de Hy e de Hj. Pela linearidade de f \HO:HO -V e
1 Hy Hy — V1, resulta que f'|p envia linhas verticais em linhas verticais e linhas

horizontais em linhas horizontais. (Notemos que, se H for um segmento horizontal
em Q cuja imagem também esteja em O, entdo o comprimento de f (H ) éo

produto de O pelo comprimento de H; analogamente, se V e f (V) forem

o . 1
segmentos verticais em (, entdo o comprimento de f (V) ¢ o produto de 3 pelo

comprimento de V).
O comportamento dindmico da fungdo f'¢ muito semelhante ao da fungéo

quadréatica Fﬂ(x)=,Ux(1—x). Comecemos por notar que, dado que f ¢ uma

contracgdo em 4, ftem um unico ponto fixo p em 4, ¢ lim f” (q) = p, para todo
n— +oo

0o g0A, em virtude do Teorema da Contraccdo (cf. Devaney (1989)). Como

f (B) 0 4, o mesmo comportamento se verifica para todas as orbitas progressivas

em B. Analogamente, se ¢g[]Q mas fk (q)DQ, para algum k>0, entdo

fk (q) OAUB, e, portanto, lim f” (q) = p . Deste modo, para entendermos as
n— +oo

orbitas progressivas de f, basta-nos considerar o conjunto dos pontos cujas Orbitas
progressivas permanegam em Q. O estudo que faremos vai, contudo, mais além,
pois iremos descrever o conjunto

/\:{qDQ:fk(q)DQ, paratodoo k0Z }

Quer dizer, vamos analisar o comportamento recorrente desta fungdo. Para isso ¢
necessario identificar o conjunto invariante /N , isto é, um conjunto A [0 Q tal que

f (/\) ¢é idéntico ao proprio A . Isto pode ser feito recursivamente. Comecemos por

observar que, de f(N) ON resulta que f2 (N) O f(N) O N. Notemos que
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fz(N) se obtém da seguinte forma: primeiro, a regido f(N) ¢ contraida
horizontalmente e expandida verticalmente, obtendo-se uma versao de f(N ) mais

longa e estreita, igualmente com duas faixas verticais; a seguir, dobra-se a meio e
coloca-se a regido obtida dentro de f (N ), como mostra a Figura 2.3(b). Assim,

f 2 (N ) NQ consiste em quatro faixas verticais de largura 3% . Um procedimento
analogo permite-nos concluir que f 3 (N ) N Q consiste em oito faixas verticais de
largura 3. Prosseguindo esta construcdo indutiva, obtemos que o conjunto

A :{q 00: /7% (¢)00, para k:1,2,3,---}

¢ o produto cartesiano, C X[O, 1] , de um conjunto de Cantor por um intervalo

vertical, ou seja, ¢ um conjunto de Cantor de segmentos verticais.
Observemos, agora, que, uma vez que f contrai horizontalmente e expande

verticalmente, o conjunto f_l(N)ﬂQ ¢ a unifio, HyUH|, de duas faixas
horizontais de altura J; f_z (N )ﬂQ consiste em quatro faixas horizontais de
altura &2 ; etc. (ver Figura 2.4). Deste modo, e como anteriormente, o conjunto

Ay :{qDQ:fk (9)00, para k:1,2,3,--~}

¢ o produto cartesiano, [0, 1] X Cy , de um intervalo horizontal por um conjunto de

Cantor, ou seja, ¢ um conjunto de Cantor de segmentos horizontais.

Figura 2.4: Faixas horizontais e verticais resultantes das primeiras duas iteragdes
progressivas e regressivas de f.

1~
1~

Finalmente, intersectando estes dois conjuntos, obtemos que
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A=A NA_.
Logo, o conjunto invariante em Q é A, pois qualquer ponto em A, ou A_ ¢

transportado por f para um outro ponto que esta também em A . Assim, o conjunto
A ¢ constituido pelos pontos em Q que, apds aplicagdes repetidas (em numero
infinito) da fungfo f, podem exibir um comportamento recorrente ou nao-errante.
Os pontos de O que nlo estdo em /A devem eventualmente cair fora de Q sob
qualquer tipo de iteracdo de f. Um aspecto aproximado do conjunto invariante A ¢
o da Figura 2.5. A intersec¢do dos dois conjuntos em termos de conjuntos de Cantor
¢ também dada por
A= Cl X C2 .

Vejamos que A é também um conjunto de Cantor: (i) /A ¢é um conjunto

perfeito, pois ambos os conjuntos C; e C, sdo perfeitos; (ii) Observando que o

n
conjunto Q:'n - n fr k (Q) ¢ a unido disjunta de 221 quadrados de lado 0",
k=—-n+l

¢ ainda que
+00 k
A= 0 rH).

concluimos que as componentes conexas do conjunto A sdo pontos. Logo, A
satisfaz as trés propriedades de um conjunto de Cantor!. Existe, de facto, um
homeomorfismo entre o conjunto de Cantor A para a fungéo ferradura de Smale e

o conjunto de Cantor analogo para a funcdo quadratica F, u (x) = ,ux(l—x) , COMO
refere Robinson (1999).

Figura 2.5: Interseccdo das faixas horizontais e verticais resultantes das primeiras duas
iteragdes progressivas e regressivas de f.
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1 Um conjunto de Cantor é um conjunto compacto, totalmente desconexo e perfeito.
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3. Dinamica simbolica e ferradura de Smale
Para introduzirmos a dindmica simbdlica neste sistema, necessitamos considerar
a funcdo desvio O definida no espago de simbolos 25 , formado por sequéncias bi-

infinitas, pois a determinagdo do conjunto de Cantor /\ envolve iteradas
progressivas e regressivas da fungdo ferradura de Smale f. O conjunto >, de

sequéncias binarias bi-infinitas ¢ definido por
¥y ={s=(s-1Bps;-):s; =0 O 55 =1, para i0Z }.
Neste conjunto X» vamos definir uma fungdo O que permite a representacdo

simbdlica da fungdo ferradura de Smale f e que fornece a correspondente dindmica
simbdlica.

Defini¢do 3.1: Chamamos fung¢do desvio a fungdo 0:%5 — 2o definida por
U(...S_l Bosl ...) = (...S_ISO B‘l ...) .

A fungdo desvio 0:%5 — 25 tem uma dindmica bem determinada: o niimero
de pontos periddicos de periodo # é 2", o conjunto das érbitas periddicas é denso
em 2, e existe uma Orbita densa em 2, (cf. Robinson (1999)). No proximo
teorema (Teorema 3.1) vamos demonstrar que f |\ ¢ topologicamente conjugada
a fungéo desvio 0 definida em X, . A ideia é seguir a orbita de um ponto g A e
observar em que faixa horizontal H; cai cada um dos seus iterados.

n A k
L AC I .
Recordemos que o conjunto k=—n+1 ¢ a unido disjunta de 2
71 ’
quadrados de lado %" E claro que, quando n tende para t®_ o numero de
quadrados cresce indefinidamente, os seus lados tendem para 0, e
: n —
lim 0,4~ N
n — +oo

. Os pontos do conjunto N\ sio codificados a partir do facto de

que cada quadrado de Q:’n +] Pode ser univocamente representado por um bloco de
simbolos s(n) = (s_n---s_l Lo 51 "'Sn—l) , com s; D{O, 1} , de comprimento 2n. A

cada faixa do conjunto f” (N ) NQ,com nZ, fazemos corresponder um 0 ou um

1 de acordo com o procedimento que se segue. Consideremos as faixas horizontais
Hg e Hj.Observemos que

F(NYNQ=f(Ho)U f(H),
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onde f(Ho)N f(H)=0;
72(N)NQ= 17 (Ho)U s (),
com f2 (Ho)ﬂf2 (Hy)=0; em geral, para nON,
S (N)NQ = 1" (Ho)U s (Hy)
com f"(Ho)Nf"(H)=0, em virtude de HyNHy =0 e f ser um
difeomorfismo. Deste modo, uma faixa vertical do conjunto f”(N)NQ esta

contida em f” (HO) ouem f” (Hl) . No primeiro caso, atribuimos-lhe o simbolo

0; no segundo caso, atribuimos-lhe o simbolo 1. Notemos que estes simbolos
isoladamente ndo fornecem uma descri¢do unica de cada faixa vertical de

Vi (N ) NQ, para n=2. Contudo, podem ser utilizados de modo a obtermos uma

descrigdo Unica. Por exemplo, duas faixas de f 2 (N ) NQ tém o simbolo 0, mas sdo
diferenciadas pelo facto de uma estar em f (HO) (isto ¢, faixa O de f (N ) NQ)ea
outra estar em f(Hl) (isto ¢, faixa 1 de f(N)ﬂ Q). Assim, as faixas em

f 2(N)ﬁQ sdo descritas univocamente por dois simbolos: o da direita

especificando a faixa em f (N )ﬂQ, de modo que o da esquerda determina

univocamente a faixa em f 2 (N ) NQ (ver Figura 3.1).

Figura 3.1. Codificagdo das faixas em fi (N) NQ, para:
(@i=1,b)i=2;(c)i=3.
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Analogamente, as faixas de f 3 (N )ﬂQ ficam univocamente codificadas,

comecando pelos cddigos das faixas de f 2 (N )ﬂQ e juntando-lhe a esquerda o
simbolo correspondente a f 3 (N ) N Q. Continuando este processo indutivo, resulta

que as faixas de f” (N )ﬂ O sdo univocamente determinadas por um bloco de »

simbolos do conjunto {0, l} .
Argumentos analogos podem ser utilizados para codificarmos as faixas

horizontais de 1" (N )ﬂQ, com n0N, considerando as imagens de Hy ¢ H|
pela fungdo f ~1 A cada faixa horizontal de " (N ) NQ, com n 0N, atribuimos

o simbolo i, se estiver contida em f " (Hi) , com i D{O,l} . Assim, para nON,
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cada faixa de 1" (N ) N Q fica univocamente codificada, juntando o seu simbolo

direita do codigo da faixa de f_(n_l) (N) NQ que a contém (ver Figura 3.2).

Figura 3.2. Codificagdo das faixas em f_i (N) NQ, para:
(@i=0,0b)i=1;()i=2.

10BN ()
e BN ()"
0le Hy Ny (5!
00« Byt Hy) !

ot 100 « H N (F N7 ()

o 101 .

1f 111 _

o 110 : '
Offn. 010 « B, N (E NS~ (H)

1 011 .

1f 001

of” ooo

(e

Finalmente, a codificacdo dos quadrados de Q’_qn + ¢ feita, agora, de forma
muito natural. Cada um desses quadrados ¢ a intersec¢do de uma das faixas
horizontais de 1 ~(n-1) (N)NQ com uma das faixas verticais de /" (N)NQ.Sea
faixa horizontal tiver codigo (SOSI”'Sn—l) e a faixa vertical tiver cddigo
(s_n--~s_2s_1), entdo codificamos o quadrado por (s_n--~s_1 B‘Osl-nsn_l).

Assim, por exemplo, (01[]]0) e (OO [([)0) representam, respectivamente, 0s

quadrados superior direito e inferior esquerdo de QEI apresentados na Figura 3.3.

No limite, quando » tende para +o , a codificagdo anterior faz corresponder uma
sequéncia bindria bi-infinita a cada ponto de A . Deste modo, a fun¢do A: A - 2,

definida por
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H(a)= (1 Bom ),

onde s; = k, se, e so se, fj (q) U Hj, , fornece o itinerario do ponto g OA.

Figura 3.3: Ilustra¢do dos quadrados:

@ 0y =0Nf(0): ) 0% = ()N r(e)nons™ (o)

FUHEINE (0.1) —

/f(HIIIHHl 11

£ (Hy )N H, (0.0)7]

s ()N H, (10)
()

|2 BN (EINE N T (8, )
i (01100

FEINE)NE N )
L) )

Teorema 3.1: Seja 0:2» — 2o a funcdo desvio definida no espago >, de
simbolos formado por sequéncias bindrias bi-infinitas. A fungdio h: /A - Xy

definida acima ¢ uma conjugagio topoldgica entre as fungdes f |\ e O.

Demonstragdo: Comecemos por verificar que 0ok =ho f |\ . Consideremos

um ponto g¢gOA, e ponhamos s=h(q) e t:h(f(q)). Deste modo,
fj"'1 (q)DHSjH e fj+1 (q) :fj (f(q))DH,j. Assim, s;j+ =1; e, portanto,

o(s)=t.isto ¢, a(h(q))=n(r(q))-
Vejamos, agora, que / ¢ continua. Consideremos a vizinhanga

N={t:tj :sj,pamjD{—no,--~,n0}}
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de s =h(g). Para ng fixo, a continuidade de f garante que existe um &>0 tal
que, para p JA com |p—q| <9, fj (p)DHSj , para jD{—n0,~--,n0} . Assim, se

t= h(p) e |p —q| <9, entdo t[0N, o que prova a continuidade de A.

Para concluirmos que % ¢ sobrejectiva, comecemos por provar, por

n .
indugdo, que o conjunto () f/ (Hs_j ) ¢ uma faixa vertical com largura &” , para
J=l
qualquer s0O2X,. Seja, entdo, sO>,. Para n=1, aquele conjunto ¢

f (H -1 ) =Vs_, » que ¢ uma faixa vertical de largura 6. Como

n

N7 () =f[j62fj_l (e j)]nf(Hs_l)

Jj=

n .
e, por hipétese de inducio, [ f/ _I(H S_J,) ¢ uma faixa vertical de
J=2

n .
comprimento 5n_1, resulta que [ f/ (H S—j) ¢ uma faixa vertical de
-

+o00
comprimento 8" . Fazendo n tender para +oo , concluimos que ()
J=1

o)

0 .
um segmento de recta vertical. Analogamente, (1 f/ (H oy ) ¢ um segmento de
Jj=m

+00 .
recta horizontal, e o conjunto [ £/ (H 5 ) ¢ formado apenas por um ponto, g.
=—00

J
Em particular, esse conjunto é ndo-vazio. Para esse ponto ¢, resulta que h(q) =s,

e, portanto, 4 é sobrejectiva. Por ultimo, mostremos que % € injectiva. Suponhamos

que h(p) = h(q) =s . Para qualquer j, temos que f_j (p) , f_j (q) DHS_]. , pelo

. +oo

que p,q0f/ (Hs_j). Como j ¢ qualquer, resulta que p,q0 N f/ (Hs_j), e,
J=1

portanto, p e g estdo no mesmo segmento de recta vertical; resulta também que

0 .
p.q0d N f7 (HS_]_), e, portanto, p e ¢ estdo no mesmo segmento de recta

j:—oo
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+00 .
horizontal. Assim, e porque o conjunto () f7/ (H S—j) ¢ um conjunto singular,
j:—oo

concluimos que p =g¢, o que termina a demonstracao.
Robinson (1999)

A fungio desvio 0:Xy — Xy ¢, assim, o modelo para a restricdo de f'ao
conjunto A. Como a fungdo 0:>5 — 25 ¢ uma fungdo cadtica, resulta que
também f |A ¢ uma fungdo cadtica.

A utilizagdo da Dindmica Simbolica permitiu a Smale demonstrar algumas
propriedades relevantes do comportamento recorrente de A . Assim,

1. Existe um conjunto infinito numeravel de pontos em A com orbitas

periodicas. Com efeito, um ponto x em /A tem uma drbita periddica, se

alguma iterada da fungdo ferradura de Smale satisfizer f” (x) =x.
Obviamente, x é periodico, se a sua sequéncia simbodlica for periddica:

a; = a4, , para todo o valor de i. Para cada valor de n, existem 2"

sequéncias bi-infinitas diferentes que sdo periddicas com periodo » (ou um
divisor de n). Cada uma dessas sequéncias identifica um ponto periédico em
N

2. Existe um conjunto infinito ndo-numeravel de pontos em A que ndo sdo
periddicos: sdo aqueles cujas sequéncias simbolicas ndo sdo periddicas.

3. Existe pelo menos um ponto em A cuja orbita € arbitrariamente proxima de
qualquer ponto em A, o que significa que uma iterada de valor
suficientemente elevado da fungdo ferradura de Smale fica préxima de
qualquer ponto em A (cf. Smale (1963) e Smale (1980)).

Uma consequéncia importante da Propriedade 3 é que o conjunto
invariante /A ndo pode ser desdobrado em duas ou mais partes separadas, porque
pelo menos um ponto pode eventualmente aproximar-se de qualquer outro ponto de
N\ . Assim, o conjunto invariante /A da ferradura de Smale ajusta-se a nogdo de
conjunto ligado por estados recorrentes, ou um certo tipo basico de movimento
caotico, pois a orbita construida em 3 ¢ densa.

Finalmente, Smale mostrou que todas as propriedades acima mencionadas
se verificam, mesmo que a ferradura de Smale seja distorcida por uma perturbagdo
de valor pequeno, embora de forma arbitraria. Quer dizer, o comportamento
recorrente da funcdo ferradura de Smale é estruturalmente estavel.

Agradecimentos: Agradecemos ao Alberto Pinto e ao Anténio Pascoal as
discussdes de ideias, Uteis no desenvolvimento deste trabalho.

198



Tékhne, 2007, Vol V, n.° 8
Dindmica simbdlica e ferradura de Smale

Referéncias Bibliograficas

Cartwright, M. L. and Littlewood, J. E. (1945) On Non-Linear Differential Equations of the
Second Order, J. London Math. Soc. 20, 180-189.

Ferreira, F. A. (2002) Dindmica ndo linear: Atractores. Dissertagdo de Mestrado,
Universidade Portucalense: Porto, Portugal.

Ferreira, F. A. and Ferreira, F. (2003) Dindmica Simbdlica: um auxilio precioso, Lusiada,
Revista de Ciéncia e Cultura: Série de Matemditica 1, 35-58.

Gleick, J. (1994) Caos: A Construg¢do de Uma Nova Ciéncia. Gradiva: Lisboa.

Levinson, N. (1949) Determination of the Potential from the Asymptotic Phase, Physical
Review 75, 1445-1445.

van der Pol, B. and van der Mark, J. (1927), Frequency demultiplication, Nature 120, 363-
364.

Rayleigh, J. W. S. (1896) Theoretical considerations respecting the separation of gases by
diffusion and similar processes, Philosophical Magazine and Journal of Science 42, 493—
498.

Robinson, C. (1999) Dynamical Systems: Stability, Symbolic Dynamics, and Chaos. CRC
Press LLC: New York.

Smale, S. (1963) Stable manifolds for differential equations and diffeomorphisms. Ann.
Scuola Normale Pisa 18, 97-116.

Smale, S. (1980) The Mathematics of Time: Essays on Dynamical Systems, Economic
Processes, and Related Topics. Springer-Verlag: New York, Heidelberg, Berlin.

Stewart, 1. (2000) Deus Joga aos Dados? Ciéncia Aberta. Gradiva: Lisboa.

[1] http://www.led.ufba.br/calculo3/turbulencia/dinamico.htm (consultado em 04-06-
2002).

[2] http://www.uol.com.br/cienciahoje/ch/ch156.htm (consultado em 04-06-2002).

Outra Bibliografia Consultada

Arrowsmith, D. K. and Place, C. M. (1991) 4n Introduction to Dynamical Systems.
Cambridge University Press: Cambridge.

Broer H. W. and Dumortier F. (1991) Genericity and Structural Stability. North-Holland:
Amsterdam.

Devaney, R. L. (1989) An Introduction to Chaotic Dynamical Systems. Addison-Wesley
Publishing Company: New York.

Guckenheimer, J. and Holmes, P. (1997) Nonlinear Oscillations, Dynamical Systems, and
Bifurcations of Vector Fields. Springer-Verlag: New York.

Hirsch, M. W. and Smale, S. (1974) Differential Equations, Dynamical Systems, and Linear
Algebra. Academic Press: New York.

Irwin, M. C. (1980) Smooth Dynamical Systems. Academic Press: New York.

Palis, J. and de Melo, W. (1978) Introducdo aos Sistemas Dindmicos. Editora Edgard
Blucher, Ltda., Sdo Paulo.

Shub, M. (1987) Global Stability of Dynamical Systems. Springer-Verlag: New York,
Heidelberg, Berlin.

199



